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OZET

KISMI DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN SAYISAL COZUMLERI

Cetinkaya, Ayse Gamze

Uygulamal1 Matematik Yiiksek Lisans Programi

Tez Danismani: Dog. Dr. Ersin Ozugurlu

Haziran, 2014, 59 sayfa

Bu calismada, ikinci mertebeden kismi diferansiyel denklemler hakkinda kisa bir bilgi
verilip, ikinci mertebeden hemen-hemen lineer kismi diferansiyel denklem tiirleri ele
alindi. Bu denklemleri uygun baslangic ve sinir kosullariyla birlikte sayisal olarak
cozmek icin sonlu farklar metodu kullanildi. Parabolik tiirden denklemler i¢in kullanilan
sonlu fark metotlar1 i¢in kararlilik analizi yapildi. Son olarak, secilmis Ornek
problemlerin sayisal ¢oziimiinii elde etmek ve bu ¢oziimleri problemlerin analitik
¢coziimleriyle karsilastirmak icin program kodu hazirlandi. Elde edilen c¢oziimlerin h
adim uzunlugunun smirl degerlerine bagl olarak kararli ve yakinsak oldugu ve elde
edilen ¢6ziim degerlerinin tablo ve grafik halinde sunumlar1 verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Hiperbolik Denklem, Parabolik Denklem, Eliptik Denklem,
Sonlu Fark Metodu, von Neumann Analizi

v



ABSTRACT

NUMERICAL SOLUTIONS FOR PARTIAL-DIFFERENTIAL EQUATIONS

Cetinkaya, Ayse Gamze

Graduate Program of Applied Mathematic

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Ersin Ozugurlu

June, 2014, 59 pages

In this study, a brief information about the second order partial differential equations is
given, and then the second order quasi-linear partial differential equations are
considered. The finite-difference methods are used for numerical solutions of these
equations with the appropriate initial and boundary conditions. The analysis of stability
also is conducted for the finite-difference methods that is used for parabolic differential
equations. Finally, the programme codes are written to obtain numerical solutions of the
chosen samples, and to compare these solutions with the analytical solutions. It is
concluded that these obtained solutions are determined and convergent depending on
limited values of h step size. Tables and charts of these obtained values are included.

Keywords: Hyperbolic Equation, Parabolic Equation, Elliptic equation,
Finite-Difference Method, Von Neumann Analysis
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1. GIRIS

Uygulamali Matematik alaninda bircok problem adi ve kismi diferansiyel denklemler
ile ifade edilebilir. Bagimli ve bagimsiz degiskenlerin siirekli birbirlerine bagh
bulundugu gercek fiziksel sistemlerde denklemler, olayin meydana geldigi anda ortamin
fiziksel Ozelliklerini belirten parametrelerle ve uygun baslangic ve sinir kosullar1 ile
ifade edilir. Bu tiir problemlerin ¢dziimiinde sonlu farklar metodu, ¢6ziim bolgesine
bagli olarak son derece 6nemli bir yere sahiptir.

Sayisal analiz yontemleri, fizik ve miihendislik alanlarinda karsimiza c¢ikan ileri
diizeyde matematiksel problemleri bilgisayar tabanli ¢6zmek icin kullanilan bir yoldur.
Bu sayisal yontemler, miihendislerin ve temel bilimcilerin ve hatta sosyal bilimcilerin
bile kendine ©zgii problemlerini ¢ozmek i¢in sik sik bagvurduklar1 bir alan halini
almigtir. Bu yOntemlerin en biiyiik avantaji, analitik ¢6ziimii olmayan veya
bulunmasinin ¢ok zor oldugu problemlerin sonuglarinin bu yontemlerle elde
edilebilmesidir. Sayisal metotlarin sik olarak kullamildigi alanlardan birisi de
diferansiyel denklemlerdir. Bu calismada ikinci mertebeden hemen —hemen lineer kismi
diferansiyel denklemlerin sonlu fark metotlar1 ile ¢6ziimii ele alinmistir. Ozel olarak
parabolik tiirden diferansiyel denklemler icin acik ve kapali fark metotlariyla ¢6ziim
incelenmis ve kararlilik analizleri yapilmistir. Sayisal ¢oziim icin bilgisayar kodu

Fortran dilinde yazilmistir.



2. LITERATUR OZETi

Diferansiyel denklemler, uygulamali matematik alaminda fiziksel olaylarin
matematiksel modelleme problemlerinde kullanilmaktadir. Kismi diferansiyel
denklemler ilk olarak, geometrideki ylizey calismalar1 ve mekanikteki farkl
problemlerde ortaya ¢ikmigstir. Daha sonra yapilan caligmalarla fiziksel, kimyasal ve
biyolojik bir ¢ok olgunun, kismi diferansiyel denklemlerle ifade edilebilecegi ortaya
konulmus ve bircok matematik¢i bu denklemlerle ortaya ¢ikan problemlerle ilgilenmeye
baslamiglardir. B. Taylor, D. Bernoulli, L. Euler ve J.D’ Alambert gibi matematikgiler,
titresim teorisinde yer alan simmir deger problemleri iizerinde calismislardir. A.L.
Cauchy, S. Kowalewski, J.G. Darboux ve J. Hadamard, Cauchy probleminin varlik ve
tekligi lizerinde caligmalar yapmislardir. Fiziksel olaylarin matematiksel ifadesi olan
kismi diferansiyel denklemlerin sayisal ¢oziimleri, bilgisayar teknolojisindeki
ilerlemelere bagl olarak 20. yiizyilin ilk ¢eyreginde baslayarak giiniimiize kadar devam
eden bir siireci olusturmaktadir. Ilk olarak 1928 yilinda Courant, Friedrichs ve Lewy
matematiksel fizik problemlerinde sonlu fark formiillerini kullanmistir. Eliptik kismi
diferansiyel denklemlerin fark formiilleri i¢in hata sinirlar1 ilk defa 1930 Gerschgorin
tarafindan ifade edildi. Bu yaklasim 1960’h1 yillara kadar Collotz, Motzkin, Wasom,
Bramble, Hubbard gibi bilim adamlar1 tarafindan kullanilmistir. Ayrica birgcok eliptik
denklem formiillerive buna baglh olarak smir kosullar1 analiz edildi. II. Diinya Savasi
boyunca sonlu farklar yontemi ile zaman (t) kosullu problemler bilgisayar yardimiyla
coziilmiistiir. John Von Neumann’in ¢aligmalar1 bu problemlerin ¢dziilmesinde biiyiik
katki saglamistir. 1950’de ise bu calismalar O’Brien , Hyman ve Kaplan tarafindan
yazilmistir. Parabolik denklemler i¢in John Von Neumann 1951 yilinda yeni bir teori
gelistirdi. Bu arada 1947 yilinda Crank ve Nicholson baslangic-sinir deger problemler
icin yeni bir yontem gelistirmistir. Lax Denklik Teoremi’nin (kararlilik igin)
bulunmasiyla, genel baslangic deger problemleri icin sonlu farklar teorisinde ve
parabolik denklemlerde 1950 ve 1960 willarinda bir gelisme kaydedildi. Bu tip
denklemlerin Ozellikle, degisken katsayili kismi diferansiyel denklemlerin analitik
coziimii, degisken katsayisinin varligi sebebiyle olduk¢a zordur. Bu nedenle yaklasik
coziim yontemlerine gerek duyulur ve bu tiir yontemler ile elde edilen ¢6ziimlerde hata

ortaya ¢cikmaktadir. Bu hatanin derecesini bilmek bilimsel ag¢idan olduk¢a Onemlidir.



Dolayisiyla pratik ve kullanigh olmanin yaninda en iyi yaklagimi veren ¢6ziim
yontemleri aranir. Analitik ¢oziimiin kolaylikla bulunamadigr denklemlerde yaklasik
¢Oziim i¢in bircok yontem denenmistir. Bunlardan bir tanesi sonlu farklar yontemi,
sayisal yontemlerin temelini olusturur. Matematik ve Fizik problemleri ¢ogu zaman
siirekli ve ¢ok degiskenlidirler. Bu problemlerdeki fonksiyonlar bir formiil yardimiyla
verilebilirler. Bazen bir fonksiyon farkli noktalarda tanimlanmis olabilir. Sonlu farklar
yontemi kullanilarak fonksiyonun diger noktalardaki degerleri bulunabilir. Bu yontemin
uygulanabildigi problemlerde c¢oziim igin gerekli olan yakinsaklik ve kararlhilik

analizleri yapilabilmektedir.



3. GENEL BILGILER
3.1 KISMi DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN GENEL TANIMI

Tanum 3.1 (Kismi Tiirev): U:R" - R olmak ilizere U = F(x,x,,....X X )

biciminde tanimlanan n tane bagimsiz degiskene baglhi U fonksiyonunun diger

degiskenler sabit tutularak herhangi bir degiskenin Ax, degisimine karsilik

fonksiyonun degisim hizi,

AU F(x;, %y X, +AX, e, X)) = F (X, X5 5000 X, 5000 X,)
Ax Ax

m m

3.1

seklindedir. Burada Ax, =h diyelim. Eger (3.2) denkleminin sag tarafindaki limit

mevcut ise,
ou im F(x;, %y, +h...x,))—F(x,x),..0,X, 500 X,) 39
axm h—0 h ’
ifadesine U = F(x,,x,,...,X,,,...,X,) fonksiyonunun x, degiskenine gore kismi tiirevi
denir.

Tanum 3.2 En az iki bagimsiz ve en az bir bagimhi degisken ile bagimli degiskenin
bagimsiz degiskenlere gbre birinci veya daha fazla mertebeden kismi tiirevlerini iceren

denklemlere kismi diferansiyel denklemler denir.

Kismi diferansiyel denklemlerin genel formu x,,x,,x;,...,x, bagmmsiz degiskenler

olmak ve U, za—U,UX :a—U,...,UX :a—U,U bagimli degiskeninin kismi
'oodx, 7 ox, " ox,
tiirevlerini géstermek iizere,
Flx,xypx, .U, U, kU, U, U, )=0 33

seklindedir.



3.2 KISMi DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN GENEL SINIFLANDIRILMASI

Kismi diferansiyel denklemler mertebe, lineerlik v.b.6zelliklerine gore siiflandirilirlar.
Bir kismi diferansiyel denklemin mertebesi, denklemde goriilen en yiiksek mertebeden

kismi tiirevin mertebesi olarak tanimlanir.

3.2.1 Lineer Kismi Diferansiyel Denklemler

Bir kismi diferansiyel denklemdeki bagimli degisken (veya degiskenler) ve bunlarin
denklemdeki biitiin kismi tiirevleri birinci dereceden ayrica denklemi, bagimh degisken
ile onun tiirevleri parantezinde yazdigimizda katsayilar yalnizca bagimsiz degiskenlerin
fonksiyonu oluyor ise, bu denkleme lineer kismi diferansiyel denklem denir.

Iki bagimsiz bir bagimh degiskene sahip birinci ve ikinci mertebeden lineer kismi

diferansiyel denklemlerin genel formlar sirasiyla asagidaki gibidir.
Plx y)u, + 006, y)u, + R(x, y)u=S(x, )
A(x, y)um + 2B(x, y)uxy + C(x, y)uyy + D(x, y)ux + E(x, y)uy + F(x, y)u = G(x, y)

Kismi diferansiyel denklemlerin daha ileri bir siniflandirmasi da vardir.

3.2.2 Yar1 Lineer Kismi Diferansiyel Denklemler

Bir kismi diferansiyel denklem, denklemde goriilen en yiiksek mertebeden tiirevlere
gore lineer ise denkleme yari lineer kismi diferansiyel denklem denir. Bu durumda
denklemdeki daha diisiik mertebeden tiirevlerin ve bagimli degiskenin bulunus seklinin
herhangi bir 6nemi yoktur.

Iki bagimsiz bir bagimli degiskene sahip birinci ve ikinci mertebeden yari lineer kismi

diferansiyel denklemlerin genel formlar1 sirasiyla asagidaki gibidir.
P(x, y,u)ux + Q(x, y,u)uy = R(x, y,u)u

A(x,y,u,ux,uy)um +ZB(x,y,u,uX,uy)qu +C(x,y,u,ux,uy)uyy +D(x,y,u,ux,uy)= 0

3.2.3 Hemen-Hemen Lineer Kismi Diferansiyel Denklemler
Bir yar1 lineer kismi diferansiyel denklemde goriilen, en yiiksek mertebeden tiirevlerin
katsayilar1 sadece bagimsiz degiskenlerin bir fonksiyonu ise bu tiir denklemlere,

hemen-hemen lineer kismi diferansiyel denklem denir.



Iki bagimsiz ve bir bagimli degiskene sahip ikinci basamaktan hemen-hemen lineer
kismi diferansiyel denklemin genel sekli,
Alx, y)um +2B(x, y)uxy +C(x, y)uyy + D(x, Vol u U ): 0

formundadir.

3.3 iIKINCi MERTEBEDEN HEMEN-HEMEN LINEER KISMi
DENKLEMLER iCiN BiR SINIFLANDIRMA

Ikinci mertebeden,
A, Y, +2B(x, y)u,, +Clx, ylu,, +Dlx, yu,u,,u, )= 0 3.4

denklemini g6z Oniine alalim. Burada A, B ve C; xy- diizleminin bir Q bdlgesinde x ve
y nin iki defa siirekli tiiretilebilir fonksiyonlaridir ve ayn1 anda {iciiniin birden sifir
olmadigini kabul ediyoruz.

Diskriminant fonksiyonunu,

Alx,y)=B*(x,y)- Alx,y)C(x, y) 35

seklinde tanimlayalim.

Tamm 3.3.1 Eger Q nin bir (x,, y,) noktasinda
A(x,,y,)> 0 ise, (3.4) denklemine bu noktada hiperboliktir,
A(x,,y,)=0 ise, (3.4) denklemine bu noktada paraboliktir,
A(x,,y,)<0 ise, (3.4) denklemine bu noktada eliptiktir,

denir. Bir € bolgesinin tiim noktalarinda hiperbolik, parabolik veya eliptik olan bir
denkleme Q da sirastyla hiperbolik, parabolik veya eliptiktir denir.

Genellikle bir denklem, katsayilarimin tanimli oldugu bir bdlgede her ii¢ tipten de
olabilir. Ozel olarak A, B ve C katsayilar1 (yani ikinci mertebeden tiirevlerin katsayilar)

sabit olan bir denklem tiim diizlemde ayni tiptendir.



3.3.1 Hiperbolik Tip
Boliim 4.3 de ele alinacak problem hiperbolik kismui diferansiyel denklemlerin bir
Ornegi olan bir boyutlu dalga denklemidir. Farz edelim ki, ¢ uzunluklu esnek bir sicim

ayn yatay seviyede iki destek uc¢ arasinda gerilmis olsun (sekil3.1).

Sekil 3.1: Dalga denkleminde ele alinan iki ucta gerilmis sicim

u(x, 1) &

= -

S I x sabit t zamam igin

Eger sicim dikey diizlemde titresmeye ayarlanirsa, t zamaninda bir x noktasinin dikey
yer degistirme fonksiyonu U (x,7) su diferansiyel denklemi yerine getirir,

2 0%u(x,1) _ 0%u(x,1)
ox’ ot’

O<x</t, O<t 3.6

Olusan soniim etkileri ihmal edilir ve genlik ¢ok biiyiilk degildir. Bu problemde
kisitlamalardan yararlanmak icin, farz edelim ki baslangic konum ve hizi su sekilde

verilsin,

Ju(x,0)

p =g(x) 0<x</ 3.7
t

u(x.0)= f(x) .
Eger uc noktalar sabitse, u(0,7)=0, u(¢,r)=0 kosullar1 da mevcuttur.
Hiperbolik kismi diferansiyel denklem igeren diger fiziksel problemler bir veya iki ucta
sikistirilmig titresim sinyalleri ile caligmada ve uzun bir hat iizerinde elektrik iletiminde

kagak akim olustugunda meydana gelir.



3.3.2 Parabolik Tip
Boliim 4.4 de parabolik diferansiyel denklem iceren problem i¢in sayisal ¢oziim ele

alinacak;

2
au(x,t)_aza u(x’t):() 3.8
ot ox’

Burada diistiniilen fiziksel problem, ¢uzunlugunda bir ¢ubuk boyunca 1s1 akisim
ilgilendirir (Sekil 3.2), cubuk her kesit elemaninda ayni sicakliga sahiptir. Bu, cubugun
yanal yiizeyinin ¢ok iyi izole edilerek cubugun miitkemmel olmasini gerektirir. ¢ sabiti
cubuk icindeki pozisyondan bagimsiz ve ¢ubugun meydana getirildigi malzemenin 1s1

iletimi 6zellikleriyle belirlenen bir sabittir.

Sekil 3.2: Is1 denkleminde ele aliman ¢ uzunluklu ¢cubuk

R I SR Y T Sk
[ ] Giren 151 —ge .: | > Cikanisi lix
'\.r _________________ o L A L.+
* X > dx  [E—— \‘
=0 x=L

Bu tipteki 1s1-akis problemi icin kisitlamalarin 6zel ayarlarindan birisi de ¢ubuktaki 1s1
dagilimini belirlemektir,

u(x.0)=f(x)
ve gubugun uglardaki davramigim tamimlamaktir. Ornegin, eger uglar u,ve u, sabit
sicakliklarinda tutulursa, siir kosullar;

u(O,t)= u, ve u(ﬁ,t)=u2
ve 151 dagilimi sicaklik dagiliminin limitine yaklagir,

Cimu(x,t) = u, + 4

t—00 !

X.

Eger bunun yerine ¢ubuk uclarda 1s1 akig1 olmaksizin izole edilirse, sinir kosullart;

ul0.1) o o ullt) o 3.9
ox ox



sonugta olusan, cubugun sabit bir sicakliktaki limit halidir. Parabolik kismi1 diferansiyel
denklem gaz dagilimi hakkinda calisirken de 6nemlidir. Bu, difiizyon denklemi olarak
bilinir.

3.3.3 Eliptik Tip

Son olarak Boliim 4.5 de ele alinacak bir kismi diferansiyel denklem eliptik denklem
olarak bilinen Poisson Denklemi ;

Pulsy) dulx.y)
ox’ dy’

= f(xy) 3.10

Bu denklemde, f (x, y) probleme S smirli R bolge yiizeyinden girdi olarak
varsayilacaktir. Bu tip denklemler zamandan bagimsiz degiskenlerle calisilan fiziksel
problemlerde ortaya cikar, diizgiin bolgede kararli durum 1s1 dagilimi, yercekimi ile
hareket eden diizlemdeki bir noktanin potansiyel enerjisi ve iki boyutlu kararli durum
problemlerinin icerdigi sikigmayan akigkanlar gibi.

Poisson denkleminin tek bir ¢6ziimiiniin elde edilmesi i¢in ek kisitlamalar koyulmalidir.

Ornegin; bir diizgiin bolgede 1sinm kararli durum dagilimmin cahisilmast f (x, y) =0

olmasini gerektirir. Bu basitlestirme sonucunda

2 2
0 M(.)i,y)+a u();’y)zo’ 3.11
ox dy

olur ve bu denklem Laplace denklemi olarak adlandirilir. Eger bolgedeki 1s1, bélgenin
smirinda 1s1 dagilimiyla degisirse, bu kisitlamalar Dirichlet smir kosullar1 olarak

adlandirilir,
u(x, y) = g(x, y) , tim (x, y)e S S:9R (yani bolgesinin sinir1) (Sekil 3.3).

Sekil 3.3: Laplace denkleminde ele alinan bolge ve siniri

LY

M= } (ey)sicaldk g(ry)
| R | derecede sabit.

o




3.4 TAYLOR TEOREMi

Niimerik analiz calismalarinda veya bilimsel hesaplamalarin sayisal algoritmalari
caligmalarinda ortaya c¢ikan 6nemli bir teorem C” [a,b] deki fonksiyonlar ilgilendiren
Taylor teoremidir.

Teorem 3.1 : Eger fe C" [a,b] ve (a,b) agik arahginda f ) meveut ise, bu durumda

[a,b] kapal1 araligindaki herhangi ¢ ve x noktalar i¢in

f(x)zzn:f(k)(c)

(x—c) +En(x) 3.12

dir. Burada ¢ ve x arasindaki bazi & ler igin hata terimi

1

— (n+1) _Cn+1 .
B )= e o) 13

dir. Burada & , x ve ¢ nin 6zel degerlerine bagh olarak, ya c <& <x yada x<&<c

dir (Ozalp 2012,5.6).

3.5 SONLU FARK FORMULASYONLARI

Kismi diferansiyel denklemlerde yer alan tiirevlerin bilgisayar programlar1 araciligiyla
sayisal hesabi icin yaklasik formda yazilmasi gerekmektedir. Bu tiir ayriklagtirma
islemlerine sonlu fark formiilasyonu adi verilir.

Sonlu fark formiilasyonlar1 genellikle Taylor seri acilimlari ile yapilir. Bunun yaninda

polinomlar yardimiyla da ayriklastirma yapilabilir.

3.5.1 Taylor Seri Acihmu Ve Birinci Tiirev I¢in Yaklasimlar

Bir f(x,7) fonksiyonunun (x+ Ax,) noktasindaki degeri Taylor seri agilimi ile

+

Flot Avn)= Flen) s (a2 ben) | (ax) 927 () | (Ax) 9°f(wr) |

ox 2! ox? 3! ox® 314
= Ax 9" f(x,1) '
= ’[ —+ - v " 7
f(x ) ~n  ox"

seklinde yazilabilir. Buradan birinci tiirev cekilirse;

10



of (e.1) _ fla+Ant)=flxr) (Ax)o*f(xr) _(Ax)* 9°f(x1)

ox Ax 21 ox? 3! ox’

veya

hata terimi olmak {izere,

af(x’[):f(X+A-X’[)_f(X’[)+O(Ax) 3.15
ox Ax

yazilabilir. Bu ifade f fonksiyonunun x’e gbre birinci tiirevi i¢in yapilmis birinci
dereceden bir yaklasimdir. Indissel formda

ai|i T o) 3.16
ox'"’ Ax
seklinde gosterilir ve tlirev icin birinci mertebeden ileri fark formiilasyonu olarak

adlandirilir.

Taylor ag¢ilimu,

fla-aen)= plen)-(ag X 2) BT 0e) [0 9, g

seklinde acilarak benzer iglemler ile

o _ ST,
ox|. . Ax

L]

O(Ax) 3.18

seklinde birinci mertebeden geri-fark formiilasyonu, veya (3.14) ve (3.15) Taylor
acilimlar1 birbirinden ¢ikartilarak

PN Y ) R AC L)

flx+Ax,1)- fx—Ax,1) " 1 a9

benzeri islemler sonucu

11



ai|ij:fi+l,j_fi—l,j +O(Ax2) 3.19
ox'" 2Ax

seklinde merkezi-fark formiilasyonu elde edilebilir. Merkezi fark formiilasyonun ikinci
mertebeden oldugu goriilmektedir.
Birinci tiirev i¢in yazilan formiilasyonlarda hangi ag noktalarinin kullanildigr Sekil 3.4

de goriilmektedir.

Sekil3.4: Birinci mertebeden tiirev formiilasyonlarinda kullanilan ag noktalari

v . .
A AT AY
T
fi{z. 1) flz. 1)
— flz.0)
fiz+ax. ) fim-dm, 1) iz +ax, 1)
» > >
1 x+Ax 1 x—Ax I I X-Ax x x+an  F
) Tleri firk ) G Erk ) Mathezi Bk

3.5.2 ikinci Tiirev I¢cin Yaklasimlar
f(x,¢) fonksiyonu icin (x+ 2Ax,7) ve (x—2Ax,r) noktalarindaki Taylor acilimlari

Pt 2800 = flor)+2ac X ber) QA 9% (er) | (A 9°F(xt) | 55
’ ’ ox 20 o’ IR

Flr=2Ax1)= f(x,r)—zAxaf(x”)+ () azf(f”)— (2ax) a3f(§,z)+m 321
ox 2! ox 3! ox

seklinde yazilabilir. (3.14) esitligi 2 ile carpilip (3.20) denkleminden ¢ikartilirsa;

Flx+2A%0)-2f (x+Ax, 1) = — £ (x,1) + (Ax)* azf(X,t)+(Ax)3

3
o af—()”)+ 3.22
X

ox*

ve buradan ikinci tiirev,

12



021 (nr) _ flet 2800) =2 (v )+ f(60) | o009 3.23
ox’ (sz) |

seklinde elde edilir. Bu bagint1 indissel formda yazilirsa ikinci tiirevin,

O f 1 Juay =2 it S +
ox’ ‘ij -

&) 0(Ax) 3.24

seklinde ileri fark formiilii elde edilir. Benzer islemler (3.14) ve (3.21) acilimlari
arasinda yapilirsa ikinci tiirev icin geri fark formiili

azf‘l _ f;, _2fi—1,j +fi—2,j
ox> ' (Ax)?

+0(Ax) 325

seklinde ve (3.14) ve (3.17) acilimlar1 toplanarak benzer islemler sonucu ikinci tiirev
icin merkezi fark formiilii

azf| _ fiag =2fi; + fia;
ox2 1" (Ax)*

+0(ax?) 3.26

seklinde elde edilir.
3.6 SONLU FARK DENKLEMLERIi

Bir kismi diferansiyel denklemde yer alan biitiin tiirevler bir 6nceki kisimda elde edilen
formiilasyonlar ile ayriklastirilarak denklemin tamami ayrik formda yazilir ve sayisal
¢Oziimii bu sekilde arastirilir.

Ornek olarak bir f = f(r, x, y) bagimh degiskenine ait

2 2
al:a O f +a s 3.27
ot ox> 9y’

denklemini ele alalim. Zamana gore tiirevin sonlu fark agiliminda 7 iist-indisi, konuma
gore tiirevlerin sonlu fark agilimlarinda da x yoniinde i alt-indisi ve y yoniinde de j alt-
indisi kullanalim. 7 aninda f fonksiyonunun biitiin x,y konumlarindaki degerleri

bilinsin. Buna gore zamana gore tiirevin ileri farkla hesaplanmasi uygun olur:

13



of (x.,y.,t fort_fn
Xoypta) T s +0(At) 3.28
ot At

Konuma gore tiirevlerin ¢, amnda veya ¢, ,, aninda ayriklastirilmasina gore iki farkli

sonlu fark denklemi elde edilebilir. ¢, aninda ayriklastirma yapilirsa

O f(x,,y.,t fo =2 +f"
(X1 ZJ n) — i+1,j 1,]2 i-1,j +O(AX2) 3.29
ox (Ax)
O f(x,,y.,t £, —=2f" +f"
(X1 Z]J n) — i,j+1 1,J2 i,j—1 +O(Ay2) 330
dy (ay)

Boylece (3.27) denkleminin sonlu fark formiilasyonu

1
S 1 0{ Fing =280, 4 Sy | Bl =200+ Fil

+ O\At,Ax*,Ay? ) 3.31
Al (Ax) (&) } ( »?)

sekline gelir. 7,,, aninda ayriklastirma yapildig: taktirde ise

n+l _ n n+l _ n+l n+l n+l _ n+l n+l
fi.j X fz/ :a{fm./‘ ?Z;Sz +fi—l.j I fi.j+l ?1132 +fi’j_l:l+0(At,Ax2,Ay2) 332
! y

elde edilir.

Bu iki formiilasyon arasindaki en énemli fark elde edilen ayriklastirilmis denklemlerde
bulunan bilinmeyen sayilaridir. (3.31) denkleminde bir tek bilinmeyen var iken, (3.32)
denkleminde beg bilinmeyen vardir.

Bu nedenle (3.31) denklemi biitiin ag noktalarinda kolaylikla hesaplanir ve bu
formiilasyona acik (explicit) formiilasyon adi verilir.

Buna karsiik (3.32) denkleminin her bir ag noktasinda bagimsiz olarak coziimii
miimkiin degildir. Biitiin ag noktalarinda yazildiktan sonra elde edilen sistemin es
zamanl olarak coziilmesi gerekir ve bu formiilasyona kapah (implicit) formiilasyon

adi verilir.
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4. MATERYAL VE METOT
4.1 YAKINSAKLIK, TUTARLILIK VE KARARLILIK

Kismi diferansiyel denklemlerin sonlu fark yontemi ile ¢oziimiinii vermeden Once
yakinsaklik, kararlilik ve tutarlilik ifadelerinin tanimlar1 verilecektir (Strikwerda 1989,

ss.1-53).

Tanim 4.1.1 (Yakinsaklik): Kismi diferansiyel denklemi yaklasik olarak ifade eden bir

adimli sonlu fark algoritmasimin yakinsak olmasi ile diferansiyel denklemin ¢oziimii

u(x,t) ve sonlu fark denkleminin ¢ciziimii @' ise

a)l(r)t = u()(xm) mh —X
W) = u(xm,t”) (mh,nk) = (x,7) ,(h,k) >0
olarak algilanir.

n

Bu tamm, @) ifadesinin yakinsakhigindan ne anladigimizi tam olarak
aciklayamamaktadir. Ciinkii @/ ag iizerinde tamimli olmasma karsilik u(x,r) ifadesi
(x,1)’ye gore siirekli olan bir ifadeyi temsil etmektedir, yani biri ayrik digeri siirekli bir
fonksiyondur. Dolayisiyla yakinsaklik ifadesini biraz daha agmadan Once tutarlilik

kavrami verilir.

Tanim 4.1.2 (Tutarlilik): Bir kismi lineer diferansiyel denklemi Pu = f ve sonlu fark

denklemi P, @ = f verilmis olsun. Sonlu fark denklemimizin verilen kismi diferansiyel

denklem ile tutarli olmasi icin her mertebeden tiirevi siirekli olan bir ¢(x,t)fonksiyonu
icin h,k — Qiken

P¢_Ph,k¢_>0

olmast anlasilmaktadir. Burada her ag noktasinda olan noktasal yakinsakliktan

bahsedilmektedir.

15



Tutarhlik yakinsaklik i¢in gerek bir kosuldur ancak bazi sonlu fark denklemleri tutarli

olmalarma ragmen yakinsak degildirler (Strikwerda 1989).

Tanim 4.1.3 (Kararlilik): P, @, =O0sonlu fark denkleminin bir kararlilik bélgesi

Aolsun. Bir birinci mertebeden homojen kismi diferansiyel denkleme eger 3J € Z ve

hy,ky, >0>3VT >03C; >

Y et < Yy Yo

m=—co Jj=0 m=—co

2

4.1

0<nk <T ve (h,k)e A sartlanni saglarsa Adiizerinde kararlidir denir.

Sonlu fark denklemleri i¢in kararlilik kavrami kismi diferansiyel denklemlerde
baslangic deger probleminin iyi-konumlanmis olmasi ile yakindan ilgilidir. Bunu

asagidaki tanimla daha ag¢ik bir hale getirelim.

Tamum 4.1.4 (lyi-Konumlanms Problem): Bir birinci mertebeden Pu =0 homojen

kismi diferansiyel denklemin YT > 0 icin u(x,t) coziimii var, tek ve 3C, oyle ki
J.|u(x,t)|2deCT “u(x,O]zdx , O0<t<T 4.2

esitsizligi saglaniyor ise denkleme iyi-konumlannustir denir.

Teorem 4.1 (Lax-Richtmyer Denklik Teoremi) Baslangic deger problemi iyi-

konumlanmuig olarak verilen bir kismi diferansiyel denklem icin tutarli bir sonlu fark

denklemi yakinsaktir ancak ve ancak bu sonlu fark denklemi kararli ise.
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4.2 SONLU FARK METODU ANALIZI

4.2.1 Fourier Analizi
Kararlilik ve iyi konumlanmig konularini calisirken en iyi ara¢ Fourier analizidir.
Fourier analizi hem reel eksende hem de tam sayilar ag kiimesinde, baska bir deyisle

hZ ={hm:me Z} iizerinde kullanilacaktir. Reel eksen iizerinde taniml bir u(x)

fonksiyonu icin, Fourier déniisiimii /(@) ile gosterilip soyle tanimlanr:

A

i(w 05y (x)dx 4.3

-
=5na e

u nun Fourier doniisimii wreel degiskenine bagh bir fonksiyondur ve sadece uile
belirlenir. u hakkindaki baz1 bilgiler i ’den elde edilebilir. Ornegin, 7 niin biiyiik
w degerleri i¢in degisim oraninin azalmasi u# fonksiyonunun kac kere tiiretilebilecegi

ile yakindan ilgilidir.

Ters Fourier formiilu,
u(x):;'l‘em)xﬁ(w)dw 4.4

ile verilir ve bu esitlik # 'nun # ile nasil elde edilecegini gosterir. Ters Fourier formiilii

X

u fonksiyonunun e'“* ile temsil edilen dalgalarin bir iist iiste ekleme prensibi olarak

farkli (@) genlikleri ile ifade edilebilmesine olanak saglar. Burada u(x) reel bir
fonksiyon olsa bile, (@) kompleks bir fonksiyon olabilir. Benzer sekilde, eger v biitiin

m tam say1 degerleri icin tanimli bir ag fonksiyonu ise , v nin Fourier doniistimii

n 1 S —im
0(&)=—= D™, 45

ile verilir, burada &€ [- 7, 7] ve O(- 7) = 0(x). Ters Fourier formiilii

v, =ﬁ Teimgﬁ(f)df 4.6

-
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ile verilir.

Sonlu fark denklemlerini ¢calisirken v, ag fonksiyonlar: ile baslamak (4.6) formiiliinii

ag fonksiyonunu temsil eden bir denklem gibi gérmek dogal bir adimdir.
Eger ag noktalar1 arasindaki adim uzunlugu /% ise, degisken doniisiimii ile (4.5) formiilu

yerine

oo

> he ™™, 47

yazilabilir, burada & e {%,%} ve ters Fourier formiili de

/h

1 imhé an
v, =—— |e™0"(EWE 48
N2 ;[[/h

u fonksiyonunun L* normu
Ju; = Jlux)ax .

ﬁ((o) fonksiyonunun L’ ile ayn1 olup, baska bir deyisle
I|u(x12dx = I|ﬁ(m)|2dm 4.9

Ayrica, ayrik doniisiimler i¢in de L* normu soyle tanimlanir:

zlh

ol = [lote)y ag= Y

~zlh m=—c

v,['h=0f; 4.10
(4.9) ve (4.10) esitlikleri Parseval esitligi olarak bilinir. Bu konuda daha ayrntili bilgi
Titchmarsh (1965) ve Goldberg (1965) de mevcuttur. Parseval esitligi kararlilik
calismalarinda yogun olarak kullanilmaktadir, ayrica ag fonksiyonunun doniisiimii igin

(4.2) taniminda verilen kararlilik esitsizlikleri yerine ona denk olan
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D

,< CTiHU]H/ 4.11
j=0

ayrik doniisiim esitsizligini verir.

4.2.2 Fourier Analizi ve Kismi Diferansiyel Denklemler

Bu bolim kismi diferansiyel denklemlerini calismak icin Fourier analizini bir arag
olarak kullanarak sonlandirilacaktir. Bir sonraki boliimde de sonlu fark denklemlerinin
kararhligimm1 calismak icin benzer araclar kullanilacaktir. Eger (4.4) ters Fourier

formiiliiniin tiirevi alinirsa,

ou 1 7
a(X):E_J;e

v wit(w)dw

ve (4.3) Fourier doniistimiinii kullanarak,

(%ij(w):iaﬁ(w) 412

elde edilir. (4.12) esitligi Fourier doniisiimiiniin gercek giiclinii gdstermektedir; baska

bir deyisle, doniisiim altinda tiirev operatdrii carpim operatdriine doniisiir.

(4.12) esitliginin  6nemli bir sonucu da wu(x) fonksiyonunun r. mertebeden

L’ anlaminda integralinin olabilmesi gerek ve yeter sartim Parseval esitligi yardimiyla

T(1+|w|2)r|ﬁ(a))|2da)<oo 4.13

—oo

seklinde verilecegini ifade etmesidir.

H' fonksiyonlar uzayr rnin her negatif olmayan degeri icin L*(R) uzaymdaki

fonksiyonlarin kiimesi olarak tanimlanir ve fonksiyonlar uzayindaki normu da

oo /2
|, = [I (1+|w|2)’|a(w12de < oo
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olacak sekilde tanimlamr. H‘iizerindeki norm ile L’ normunun ayni oldugu

gbzlemlenir. Ayrica HD’M“ normu da

ce_fo )
“Du —:‘.ax—ru(x dx

:lezr

seklini alir, burada x iizerindeki integral sadece rtam say1 iken tanimlidir, fakat HD’u

(o)’ do

normunu tanimlayan ikinci integral r tam sayr olmasa da tanimlhidir.

4.2.3 Von Neumann Analizi
Fourier analizinin 6nemli bir uygulamasi sonlu fark metotlarimin kararliliginin von
Neumann analiz yontemidir. Fourier analizi yardimiyla sonlu fark metotlarinin
kararhlig1 i¢in gerek ve yeter kosullar bulunabilir.
Ozel bir drnek olarak, 1. mertebeden lineer homojen kismi diferansiyel denklem olarak
adlandirilacak 1-boyutlu dalga denklemi,

u, +au, =0 4.14

ele alalim.

Bu denklem ileri-zaman ve geri-uzay sonlu fark denklemi olarak yazilirsa

+a-——l =) 4.15

elde edilir, burada h=Ax ve k= Ar i¢in kullamlmistir, bu denklem diizenlenirse su
hali alir:

v =(1—aAl" +alv" 4.16

m m—1

burada A =k/h dir. 0" i¢in (4.8) ters Fourier doniisiimii kullanilirsa;

z/h
Un — eimhf 0 d
m \/ﬁ 7_!../]1 (é) §
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ve bu ifadeyi (4.16) de v, ve v,

m—1

terimleri i¢in yerine koyulursa,

7/h

o :_J;_” [eme[1-a2)+are o (g 417
—-z/h

Bu ifade ters Fourier doniisiimii ile karsilastirilirsa

z/h

1 .
UIZH — ezmhf,ﬁnﬂ (f)df
o

ve Fourier doniisiimiiniin tek oldugu gergegi kullanilirsa, (4.17) ifadesinin integrandinin

ters formiildeki integrand ile ayni oldugu sonucu ¢ikarilir. Bu taktirde

0"1(&)=[(1-ad)+ate ™ Jo"(£)

_ ¢(h2)" (&) 19

burada

g(hé)=[1-al)+ate™ .

(4.18) formiilii gosteriyor ki algoritmada bir zaman admu ilerlemek, c¢oziim
fonksiyonunun, Fourier déniisiimiinii genlik faktorii g(h&) ile carpmaya denktir. Genlik
faktorii olarak adlandirilmasinin sebebi de ¢6ziimiin bir zaman adiminda ilerlemesi
0"(&) coziimiindeki her bir frekansm ayni biiyiikliikte biiyiimesi ile iligkilidir. (4.18)

denkleminden onemli bir formiil elde edilir:

0"(&)=[ghE)]" 0°(£) 4.19

Bu formiilde 9 iizerindeki n zaman adimim gosterirken g(h¢&)iizerindeki n ise kuvveti

gostermektedir. Fourier doniisiimii yardimiyla her bir adim metodu (4.19) sekline

doniistiirebilir.

(4.19) ifadesi sonlu fark algoritmalarimin kararliligini ve dogruluk derecesini incelemek

icin kullanilacaktir. Ozellikle g(h&) genlik faktorii, kullamlan algoritma ile ilgili ok

bilgi icermektedir.
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Simdi (4.19) formiilii kullanilarak, (4.15) ile verilen algoritmanin kararliligi analiz

edilecektir. Parseval esitligini, (4.10) ve (4.19) ifadelerini kullanarak,
7r/h

nY ol = [pe) ae
m=—co —-z/h
7/h

_ J‘|g(h§H2n

-z/h

0°(&) ag

elde edilir. Bundan dolay1 (4.1) kararlilik esitsizligi, J =0 halinde, eger | g(hf ]2” sinirl

ise saglanir. | g(hfmzn <1 iken

/h

nYJoi < [ |o°(e) ag
m=—oco -z/h
hnd 2
=h> |0,

Teorem 4.2 Sabit katsayilt 1-adumli sonlu fark denklemi bir kararlilik bolgesi A’da

kararlidir ancak ve ancak K sabiti (0 =h&,k ve h degerlerinden bagimsiz) ve
3k, , h,pozitif ag araliklar: oyle ki V8,0 <k <k,ve 0 < h < h, icin eger
|g(6,h, k) <1+Kk. 4.20
Eger g(@,h,k), h ve k dan bagimsiz ise, bu taktirde (4.20) kararlilik kosulu su hali alir
g(6) <1. 421

Bu teorem sonlu fark algoritmasinin kararhligim belirlemek icin sadece g(h&) genlik

faktoriiniin g6z Oniine alinmasi gerektigini gosteriyor. Bu analiz, von Neumann

tarafindan ortaya atildig1 i¢in von Neumann analizi olarak adlandirilir.

Von Neumann analizini yapmak icin (4.8) integrallerinin agik¢a yazilmasma gerek

n _imé

yoktur, sadece v ifadesini algoritmada her (4.8) ve migin g"e™ ile yer degistirilmesi
yeterli olacaktir. Elde edilen denklemin genlik faktorii ¢oziiliir. Yalniz suna dikkat
edilmelidir ki, burada v! = g"e™’ demekle sadece v’ ifadesinin seklinin ‘bu formda’

oldugunu sdylemeye ¢aligmaktadir.
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Tabii ki diferansiyel denklem i¢in bir¢ok algoritma verildikten sonra en 6nemli soru

hangi algoritma hangi problem igin daha uygun oldugu sorusudur. Ozellikle problemin

fiziksel yapisina bagh olacak sekilde A = % ifadesini sayisal olarak ele alirken, (4.14)
t

dalga denkleminde a dalganin hizim gostermektedir ve a ile A arasindaki iligki bazi

sonlu fark denklemlerinde ¢oziimiin yakinsayip yakinsamadigim gosterir. Ozellikle
dalga denkleminde

% <1
At
esitsizligi Courant kararhlik kosulu olarak bilinir. Burada a dalganin ilerleme hizim
gosterirken, Ax/Arsonlu fark denkleminin ilerleme hizin1 gostermektedir. Bundan
dolayr su soOylenebilir ki sayisal yontemimizin hizi orijinal dalga denklemimizin
hizindan biiyiik olmak zorundadir. Bu da sayisal hesaplamalarda

At < Ax

a

kosulunu getirir, bagka bir deyisle Ar ¢ok biiyiik olamaz, aksi taktirde yaklasim metodu

kararsiz olur. Bu, yeter bir sarttir ancak gerek kosul degildir.

4.3 HIPERBOLIK DENKLEMLER iCiN SONLU FARK METODU

Bu boliimde ele alinan dalga denkleminin sayisal ¢oziimil hiperbolik kismi diferansiyel

denklemin bir 6rnegidir. Dalga denklemi,

2 2
o g(f’t)—az o g(f’t):() ,0<x</(,t>0 ve a: sabit olmak iizere,
t X

sinir kosullart;

u(0,6)=u(l,r)=0, 0> ile

Ju(x,0)

=g(x), 0<x<v
ot

u(x,0)= f(x) .
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baslangic kosularina baghdir.

Bir m>0 tam sayis1 ve k>0 zaman-adim aralig1 belirlenir. hzﬁ olmak lizere
m

(x,.,t j) noktalart x; =ih, i=0,1l,...m ve t;, = jk, j=0,l... olacak sekilde tammlanr.
Herhangi bir i¢ bolgedeki ag noktasi (xi .t j) de dalga denklemi,
2 2
) u(x,.,tj) , 0 u(x,.,tj)

B - P =0. 422

Ikinci mertebeden tiirevler icin merkezi fark orani1 kullammuyla elde edilen fark metodu,

azu(xi,t.) u()ci,t.+ )—2u(xi,t.)+u(xi,t._ ) k2 84u(xi,,u.)
= il _ j+l = J j-1 _ETJ € (tj_l’th)

ve

azu(xi,t.) u(xH,t.)—Zu(xi,t.)+u(xi+,t,) h? 84u(i,t,)
EYE L= L e - L _ETJ ’fje(xi—1’xi+1)~

(4.22) dalga denkleminde yerine koyulursa,

u(xi’tj-ﬂ)_2u(‘xi’tj)+u(‘xi’tj—1)_a2 u(‘xi+1’tj)_2u(xi’tj)+u(xi+1’tj)

k* 2
12 ot ot

Thmal edilen hata terimi;

4 4
Tij Zi{kz—a u(xi4’ﬂj)—a2h2—a “l ;t’):l
C 12 ot ox

Boylece O(h2 + kz) mertebeli fark denklemi,

@ — 20, + @, e @, —20,;+@, o 123

k? h*

i, j+1

.+ icin ileri zaman adimli yaklagimi elde etmek i¢in,

A= a% olmak iizere, @.
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@, i = 2(1 e )(01, + (a)H-l,j to_; )_ @, ;-
Bu denklem tiim i =1,2,....m—1 ve j=12,... degerleri i¢cin yazilir. Sinir kosullarindan ;
o, =w,,;=0 j=12,..

ve
baslangic kosullarindan ifade edilir ki;
@, = f(x,.) i=12,...m—1.

Bu belirlenen denklemler matris formunda yazilirsa,

" Di-2) 2 0 o I, .
b 2oo2-2) 2 - o
(02;,41 _ 0 - 0 wz,j (02,,'—1
. 2(2
@,_ . a)m— j a)m— j—
"o 0 2 -2t e
®, ;,, 1 belirlemek i¢in j. ve j—1. zaman adimlarindan degerler gerekir(Sekil 4.1).

Sekil 4.1: Dalga denklemi AIFM icin belli bir
adimdaki ag noktalar

0000 00O0

o

Tim j =0 i¢in olan degerler baslangi¢ kosullarinda verildigi icin kii¢iik bir baslangic
problemi var, fakat @, ,’yi hesaplamak i¢in ihtiya¢ duyulan ;=1 i¢in olan degerler

baslangic¢ hiz kosulu @ =g(x) 0<x</ dan elde edilmek zorundadir.
t
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Bunun i¢in bir yaklagim ileri fark metodunda g—u sartin1 yerine koymaktir;
t

—_— 2 1
au(xi’o) u(Xi’tl) u(Xi’O)_ga U(Xi,ui) ,0<fl <t, .

x k o

u(x,. ,tl) icin ¢6zlim;

2 2
L ou(x, ,0)+k_8 u(x

i)
ot 2 ot?

u(xi’t1): u(xi ’0)+

k2 azu(x"ﬁ')
=ulx.,0)+ke(x, )+ —————12,
i 0)+ kel )+ -
Sonug olarak,
o, =0, +kgx) . i=12..m-1.

Fakat bu hatas1 sadece O(k) mertebesinden olan bir yaklasim verir, oysa ki hiperbolik
denklem icin genel fark denklemi O(h2 + kz) mertebesindendir. u(xi ,0)icin daha iyi bir
yaklasim elde edilebilir.

u(x,.,tl)’ in ikinci mertebeden Maclaurin polinomunda ¢ i¢in agilimindan meydana
gelen,

ou(x,.0) k2 9%u(x,,0) k*o’ulx,.fi,)
+— +
ot 2 ot 6 ot

u(x,,t,)=u(x,,0)+k ., O<[i, <t

denklemini ele alalim.

Eger f''mevcut ise,

azu('xi ’O) — o> azu('xi ’O) > dzf(xi)
or’ ox’ dx’

=a’f"(x)

ve

o’k f(x, )+583u(X i)

u(Xi’tl):u(Xi’O)+kg(Xi)+ 6 at;

]

hata mertebesi O(kz) olan bir yaklagim verir;

a’k?

f(x).

w, =, +kg(x,)+

Eger f “(xi) kolayca elde edilebilir degilse, bunu yazmak i¢in merkezi fark metodunu

kullanabiliriz,
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. 0 , X, <& <x,,
Boylece yaklagim,
ulx,,1, )k—u(x,-,o) — gx)+ ];2522 [F(x.)-2F0x)+ fx, )]+0(k2 +h2k) ,
ke’

u('xi’tl):u('xi’o)+kg(xi)-i_W[f(xiH)_zf(xi)J’_f('xi—l )]+0(k3 +h2k2)'

A= k% olarak tanimlanirsa,

u(xi,t1)=u(xi,0)+kg(x,-)+%2[f(x,-ﬂ)—2f(x,-)+f(x,-1 NI+ 0k +h%k>)

Vi A
= (1_/12 )f(xi)-"_?f(xiﬂ )+7f(xi—l )+ kg('xi )+ 0(k3 + hzkz)'
Dalga denklemi i¢in fark metodu,

2

2
%zﬁ—fﬁhjﬁgﬂ%J+%f@J+@hJ,ﬁﬂ&wm—l 424

4.4 PARABOLIK DENKLEMLER iCIN SONLU FARK METODU

Bu boliimde calisilacak olan parabolik kismi diferansiyel denklem 1s1 veya difiizyon
denklemi olarak bilinen

ou(x,t) ,3%ul(x,1)

= —— O<x</t t>0,
or o g
ve kosullar;
u(0,6)=u(t,t)=0 >
u(x,0)= f(x) 0<x</

Bu problemin yaklagik ¢6ziimii i¢in kullanilan yaklagim Boliim 4.3 de ki benzer sonlu

farklar1 icerir. Ilk olarak bir m >0 tam say1 olmak iizere /= £ belirlenir. Bu taktirde
m

uzunlugu k& olan zaman araligl da secilir. Bu durum i¢in x, =i-h i=0,12,.m ve
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j=0,,... olmak lizere ag noktalar (x,.,t j) dir. t ’ye gore fark oraninda Taylor
polinomunu kullanarak,

au(xi,tj)_u(x,.,tj+k)—u(xi,tj) kazu(x,.,,uj) ( )
o k T2 HEIm)

x ‘e gore fark oraninda Taylor teoremini kullanarak,

azu(xi,tj)_u(xi+h,tj)—2u(xi,tj)+u(xi—h,tj) h? a4u( i,tj)

P = e _E i ) ‘:Ei € (xifl’xiﬂ)

olmak tizere fark metodunu elde ederiz.

Araliktaki tim (x,. .t j) ag noktalari i¢in parabolik kismi diferansiyel denklem

au(xi,tj)_az azu(xi,tj)zo 45
ot ox’

seklinde ifade edilir. Iki fark orani kullanilarak fark metodu;

wi,j+1 - wi,j 2 wiH,j _2(01',' + wi—l,j

- 2’ = O 426
k h

burada @, ;, u(x,.,t j) icin yaklasim degeri belirtir.

Bu fark metodu icin hata,

k azu(xwﬂj) L 'l i’tj)
s &
LTy o2 12 o

dir. w.

i,j+1

20°k , k
i, j+1 :[1_ 2 o, + _(a)iﬂ,j’a)i—l,j)‘

icin fark metodunun ¢6ziimii i =1,2,...m—1, j=12,... i¢in,

h2
u(x,0)= f(x) yani @, =f (x,.)baslanglg kosullarindan dolayi, i =0.,1,2,..,m i¢in olan

degerler i =1,2,..,m—1 i¢in @, degerlerini bulmak i¢in fark metodunda kullanilabilir.
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u(0,)=0 ve u(/,t)=0 kosullarindan W,, =@

m,l

=0 dir, boylece @, i¢in tim
girdiler belirlidir. Eger yontem bilinen @,, degerleri i¢in yeniden uygulanirsa benzer

sekilde @, ,, @, ,...,@, ,,_, degerleri elde edilebilir.

Fark metodunun agik niteligi gosterir ki, bu sistemle iliskili (m—1)x(m—1) boyutlu

matris A =’ (k / hz) olmak iizere iicgensel formda yazilabilir;

1-24 2 0 0
A 1-22 2
A=| 0 0
: A
0 A 1-22

Eger o =(f (x,), £(x )sees f(x,,,))" tanimlanirsa ve,

() — i
w"’ —( 1,j,a)z,j,...,a)mfl,j), j=12,..

olursa bu taktirde yaklagsik ¢oziim;

oV =A™ j=12,...
seklinde verilir.

Boylece @), @' in basit matris carpimlarindan elde edilir. Bu ileri fark metodu

olarak bilinir ve O(k +h? ) mertebelidir.

Tleri fark metodu belli bir adimda (xH,t j),(xl. .t j),(x. t ),()cl.+1 .t j) ag noktalarimi igerir

2% j+1
ve Sekil 4.2 de gosterilen noktalarda yaklagimlar: kullanar.
[leri fark metodu, tiim yaklagimlar baslangic ve smir kosullarindaki bilgilere gore

dogrudan bulunabildigi i¢in agik bir metottur.
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Sekil 4.2: Is1 denklemi AIFM icin belli bir adimdaki
ag noktalar

4.4.1 ileri Fark Metodu icin von Neumann Analizi
u, =c’u, 1s1 denklemini bir onceki bolimde sonlu farklarla ifade eden (4.26)
denklemi,i = j ve j=k indis degisimi yapilir ve yeniden diizenlenirse,

a’k
-

4.27

k+1
[ON

k k —
: - +(0H), burada A=

_k k
=o; +/1(a)j+1

Ayrik Fourier doniistimiinden biliniyor ki;

z/h

1 y
o = [e" it (@)
J \/E;!./h (5) 5

7/h /h
wfﬂ _ 1 J‘ei(jﬂ)hg(bk (5)615 _ 1 Iezjlzfeilzfé\)k (5)615

Y 27[ —7z/h Vv 272’. -z/h

/h

1 o
d - ezjhfeﬂhf(’ok d
f=7e j/ ,1 (£)ag

Bu ifadeler (4.27) da yerine koyulursa,

z/h
X 1

o = oiUDIE p (5)
Nz

7/h
"' = L J‘e"ﬂ“f (1 + ﬂ(e”'hf —24e™M ))(?)k (E)dé

o v 27[ —-z/h

7/h
k+1 1 ijhé pk+1
L = |77 W d

Ayrik Fourier doniisiimiiniin tek oldugu kavramindan,
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Buradan,

g(&)=1+ ﬂ(e”'hf —24e™ ), g(&):biiyiime carpani.

Eger |g(&) <1 ise, bu takdirde

Ak+1
(7

<@

ve bundan dolay1

<|o'|
h h

bu takdirde sonlu fark metodu kararlidir. Oyleyse,
e = cos(&h)+isin(&h)

A k+l
@

g(&) =1+ Alcos(&n) —isin(&h)— 2 + cos(&hr) + isin(&h))

=1+ 2A(cos(&n)—-1)

= 1+2/1{—2sin2(%jj
:1—4/1sin2(§—2hj

Eger —1<1-44 ise bu takdirde | g(& )| <1 yani metot kararlidir. Dolayisiyla yeter kosul
24<1

dir. Buradan,

veya

2

k< h = kararlilik i¢in k nin {ist sinir1.
o

4.28
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4.4.2 Kapah Geri Fark Metodu (KGFM)

au(xi,tj)

Daha kararli bir metot elde etmek i¢in , icin geri fark orani kullanimindan

olusan bir kapali(implicitymetodu ele alalim.

au(xi’tj) u(xi’tj)_u(xi’tjfl)_‘rkazu(xi’luj)
ot k 2 o

el ).

azu(x,.,t,)

Bu denklem ve 8—2] icin merkezi fark oramm (4.25) denkleminde yerine koyalim
X

u(xi’lj)_u(xi’lj—l)_az u('xiﬂ’lj)_Zu('xi’lj)+u('xi—l’lj)
e
kOule, ) L 9ulg )
ot’ 12 ox'

) gi € ('xi—l s X ) .

Fark metodunun bu hali 1s1 denklemi i¢in geri fark metodu olarak adlandirilir.

. . o . . —20  +o_ .
bW g b =0, i=1..,m—-1 ve j=12..

k h?

Burada hata,

T . :EM_azh_zM
Lj 2 atz 12 ax4 .

Geri fark metodu belli bir adimda (x,. Ny ) (x,. i ) ()c,.,1 N ) ()c,.+1 .t j) ag noktalarin igerir

ve Sekil 4.3 de gosterilen noktalarda yaklagimlar1 kullanr.
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Sekil 4.3: Is1 denklemi KGFM icin belli bir adimdaki
ag noktalar

t

] .
l Q
Q

g1 >
o X X X o]
i1 X o
o]
T (o]

4.4.3 Geri Fark Metodu icin von Neumann Analizi
[leri fark metodu i¢in yapilan sekilde indis degisimiyle geri fark metodu,

a’k
h2

k-1 _ ok k
0, =, —/1((0].+1 -

o) + o', ), burada A=

seklinde yazildiktan sonra sirastyla benzeri islemler yapilarak

1 . .
L1 424 A
g(é)

bulunur ve bagka bir deyisle

1
1= 424 - Ae™
1

" 14 24(1 = cos(h&))

g(¢)

olarak bulunur.

Her A degeri icin | g(f)I <1 oldugu goriiliir.
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4.4.4 Crank-Nicolson Metodu
oulx,t) ,3%ul(x,1)

Bu metotda, o = i 1s1 denklemine karsilik gelen 7, ve 7, gibi iki

noktada hesaplanmis iki merkezi farklarin ortalamas1 olan

2u +u.

i+l j+1 A% i-1,j+1

2
a Ui, _21"1',; Tu n u
2 h? h?

%[ui,jﬂ _ui,j]:

fark denklemi kullanilir.

Fark metodunun bu hali 1s1 denklemi i¢in Crank-Nicolson metodu olarak adlandirilir.

- ﬂ’wiﬂ,jﬂ + 2(1 + ﬂ’)wi,jﬂ - ﬂ’wi—l,jﬂ = ﬂ’wiﬂ,j + 2(1 - ﬂ’)wi,j + ﬂ’wi—l,j
2
burada i =1,2,...m~1, j=01,..n—1 ve A= 0;2" dir.

4.4.5 Crank-Nicolson Metodu Icin von Neumann Analizi

Indis degisimiyle Crank Nicolson metodu,

- ﬂ’a)jﬂ,kﬂ + 2(1 + ﬂ’)a)j,kﬂ - lwﬂ,kﬂ = ﬂ’wjﬂ,k + 2(1 - ﬂ’)wj,k + lwﬂ,k s

seklinde yazildiktan sonra ileri fark metodunda oldugu gibi sirasiyla benzer islemler
yapilarak

1= A(1-cos(én))

8(é)= 1+ A(1—cos(&h))

olarak bulunur.

| g(§)| <1 esitsizligi her kosulda saglandigindan bu yontemin kosulsuz kararli oldugu

sOylenir.
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4.5 ELIPTiK DENKLEMLER iCiN SONLU FARK METODU

Eliptik kismi diferansiyel denklem olarak Poisson denklemini ele alalim,

_9uly), Fulx)
ox’ dy’

Vzu(x,y) = f(x’)’)’

R:{(x,y)| a<x<b, c< y<d} olsun ayrica u(x,y)zg(x,y) , (x,y)e S;S=0R
yani R nin simirim gostersin.
(b-a)

[Ik adim m ve n sabitlerini segerek h ve k adim arahiklarin1 /1 = , k= (d-c)
n m

olacak sekilde belirlemek yani [a,b] araligini h genislikte n esit parcaya, [c, d ] araligini
k genislikte m esit parcaya bolmektir.
x,=a+ih  y,=c+jk  i=01,....n  j=0,1,.....m olmak izere (x,.y,)

koordinatlarinda ki noktalar araciligiyla Sekil 4.4 de goriildiigii gibi yatay ve dikey

dogrular ¢izerek R dikdortgeni tizerinde bir ag olusturulsun.

Sekil 4.4 Poisson denklemi icin ag gosterimi

YA

Y= dr

ni

J}D = O 1

x=x, ve y=y, dogrulan ag dogrulandir ve onlarn kesigimleri agin birlesme

1

noktalaridir. Ag araligindaki her bir birlesme noktasi i¢in Taylor polinomu kullanilarak

merkezi fark metodu elde edilebilir.

Oulx,.y,) ule\.y,)-2ule.y)+ule..y,) n20ulé.y))
A o= e 2 - = _E i’ - ’gie('xi—l’xiﬂ)
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Benzer sekilde,

Oulx,,y;) _ulw, v )=2ule,y J+ule.y,) k2 d'ulx.n)) nely iy
Jy’ k? 12 oyt o e

Poisson denkleminde bu formiilleri kullanarak su esitlik elde edilir;

u(xi—l’ yj)_zu(x,-z, yj)+ M(XHI, yj)+ I/t(x,-, y,»l)—Zu(xi; yj)+1/t(xi’ yj+1) _ f(x,-’ yj)’
h k
i=12,..0-1, j=12,..m-1. 429
ve burada hata
2 94ule v 2 9%ulx .n.
_h u(s‘,,y,)+k_ ulx.m,) 430

T T 12 o'
dir.
Sinir kosullari;
u(x,-,yo)=g(x,-,yo),u(x,.,ym)zg(xi,ym) , 1=1,2,...n-1.

Belli bir adimda denklem (xH, y j),(x,., y j),(xm, y j),(x,., y jfl),(x,., y ,4) noktalarinda
u(x, y)igin yaklagimlar igerir. Bu noktalarda konumlandirilan ag kisminin cogaltilmasi
gosterir ki her denklem (xi Y j) civarinda Sekil 4.5 de gosterildigi gibi yildiz bigimli bir

bolgede yaklagimlar icerir.
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Sekil 4.5: Poisson denklemi AIFM icin belli bir
adimdaki ag noktalar

¥
¥ :
Jtl X
J'..-T X EX
Yi-1 \ X
c 4
} D } -
a x_ ;XX b x

Eger sinir kosullar1 kullanilirsa, hangi zaman i¢in olursa olsun, sonlu fark metoduyla

verilen sistemde (dyle ki, adim uzunlugu siirindaki noktalara komsu olan tiim (xi , ¥ j)
noktalarinda), i¢ aralik noktalarinda u(xi, y j) ve o, ;bilinmeyen yaklagimlarinin

kullanimyla (n —1)(m —1)x (n —1)(m — 1) boyutlu lineer sistem mevcuttur.

Sekil 4.6: Poisson denklemindeki bilinmeyenleri
iceren ag noktalarimin gosterimi

Y i
¥s
wl | Bl PP
wnl | Pl Ps| Ps
¥ | P, Py| Py
v | Pyl P P
Yo+
R A A A
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Bu bilinmeyenleri iceren lineer sistem, araliktaki ag noktalar1 P, = (xi, y j) ve @, =, ;

seklinde yeniden etiketlenirse matris hesaplamalari i¢in daha verimli bir sekilde ifade
edilir. Burada, ¢ =i+(m—1—-j)n—1) i=12,.n-1 j=12,.m—1.

Bu ashina bakilirsa ag noktalarini soldan saga ve iistten alta etiketler. Ornegin; n=4 ve
m=5 icin yeniden etiketlenen tiim noktalar Sekil 4.6 de gosterilmistir. Noktalar1 bu

sekilde yeniden etiketlemek sistemin belirlemek istedigi @, ; nin genisligi en fazla

2n —1 olan bant matris olmasin1 garantiye alir.
4.6 JACOBI ITERASYON YONTEMI

Uygulamali matematikte bir cok problem bir lineer denklemler kiimesine yani,

E :a,x +a,x,+..+a,x, =b

E,:a,x +a,x,+..+a,x,=b, 431

E :a,x +a,x,+..+a,x =b,

nl nn”’'n

sistemine indirgenir. Burada a;ve b;degerleri bilinen ve x; degerleri bilinmeyen
degerlerdir. Bu ifadeye lineer denklem sistemi denir. Eger i =1,...,n i¢in b, lerin hepsi
sifir ise bu durumda sisteme homojen lineer sistem denir. Burada a, ; lere denklemin
katsayilar1 ve b, lere de denklem sabiti denir.

nxn boyutlu Ax=b lineer denklem sistemini ¢6zmek i¢in kullanilan Jacobi iterasyon
yontemi, iterasyona belirli bir noktadan baglanarak, durdurmak i¢in de bir durdurma

hatas1 verilerek iterasyona baglanir. (4.31) denklem sistemi

=——(a,x, + +..t )+i
'xl - al2x2 al3'x3 aln'xn

ap ap
X, = ——(apyX, ¥ ayxy .t ay, x )+b—2
2= ApXy Ty Xy T..tdy, X,

Ay as
x, =——a,x, +a x,+.+a, x )+
n anZ 2 an3 3 ann n

nn nn

seklinde veya matris formunda
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O a12 aln 1

all all all

ay 0 a,, b,

a a a
T=| %2 2 ve b=|%
anl anZ O n
L alm alm i L alm i
olmak iizere

x=Tx+b 432

seklinde yazilabilir. Burada T, (nxn) boyutlu matris ve b , bir vektordiir.

Bu yontemde ¢6ziimiin bulunabilmesi icin baslangicta bir vektoriin se¢ilmesi gerekir.
Eger baslangi¢ vektorii x ©) olarak secilirse, bu durumda birinci iterasyon sonunda

xV=Tx +p

tahmini elde edilir. Bu yeni vektor (4.32) da yerine yazilirsa,
xP=Tx" + b

elde edilir. Bu sekilde iterasyona devam edilerek k. iterasyon sonucunda
x®=Tx" " 4 p

elde edilir. Bu iterasyon daha acik olarak £ >1 ve i =1,2,...,n icin

n

Z (_ aijxg'kil) )+ b,

/=1
o i
KW =2

1

a..

11

olarak yazilir. £ iterasyonlar1 durdurmak i¢in verilen hata sinir olmak iizere
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oluncaya kadar iterasyona devam edilir. Burada xi(k ), k.iterasyonda x, vektoriiniin i.

bilesenini gostermektedir.

Bu metod, A nin kdsegen ve kosegen olmayan kisimlarina boliinmesiyle x ® =Tx “V4p
formunda yazilir. Bunu gérmek i¢in, A nin kdsegen iizerindeki bilesenlerinden olusan
matris D, A nin alt ticgensel kismindaki elemanlardan olusan matris L ve iist kosegensel

kismindaki elemanlardan olusan matris U olmak iizere tanimlanir. Bu notasyonla,

all a12 aln
A= ap a?z Ay, ’
_anl anZ alm
a, 0 0 0 0
0 a : -a
22 N 21
A= -
0
L 0 0 nn - anl - an,n—l 0
0 —ap a,
0
an—l,n
0 0
=D-L-U

seklinde boliiniir.

Boylece, Ax=b veya (D—L—-U)x=>b denklemi,
Dx=(L+U)x+b

seklinde ifade edilebilir ve eger D' mevcutsa yani i =1,...,n olmak lizerea, # 0 ise,
x=D"'(L+U)x+D7'b

dir.

Jacobi iterasyon yonteminin matris formunda bu sonuglar,

X = zj(k_l) +b;,

burada T, =D (L+U) ve b, =D™'b dur.
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Teorem 4.3 Eger A kisegensel dominant matris ise yani,

n
|aii| 2 Z|aij|

i,j=1
i)

ise herhangi bir b ve x® secimi icin Jacobi iterasyon metodu Ax=b nin tek bir

coziimiine yakinsar (Burden &Faires, 2002 , 5.364).
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5. BULGULAR VE TARTISMA

5.1 HIPERBOLIK DIFERANSIYEL DENKLEM iCiN ORNEK

azu(x,t)_482u(x,t)

52 o =0,0<x<1,0<t
t x

olmak iizere dalga denklemini,
u(0,6)=u(l,r)=0 0<r
sinir kosullar1 ve

Ju(x,0)

=-12sin(22x) , 0< x <1
ot

u(x,0)=2sin(372x) , 0<x<1 ve

baslangi¢ kosullari icin ele alalim.

Bu problem icin analitik ¢oziim wu(x,t)=2cos(67¢)sin(37x)— 3 sin(47¢)sin(27x) dir
V4

(Sekil 5.1).

Sekil 5.1 : k =0.01, & =0.01 icin analitik ¢6ziim(AIFM)

u,b)
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m=10ve n=20 yani h=0.1ve kK =0.05 olmak iizere ileri fark metodu kullanilarak

elde edilen sonuclar Tablo 5.1 de gOsterilmistir.

Tablo 5.1: Dalga denklemi icin AIFM ile elde edilen sonuclar

x| u(x,,1.0) @, 5 u(x;,1.0) — @, |
00100 0.0

0.1 | 1.618033823 1.618034019 1.962795988x10~
0.2 | 1.902112683 1.902113000 3.175869601x 107

0.3 | 6.180335215x10™"  6.180338391x10™"  3.1758677377x107

0.4 | -1.175570871 -1.175570674 1.9627919047x1077
0.5 | -1.999999999 -1.999999999 3.050892872x107"
0.6 | -1.175570054 -1.175570250 1.962795624x107’

0.7 | 6.180346555x10™"  6.180343380x10™"  3.175866227x107"

0.8 | 1.902113480 1.902113162 3.175864194x1077
0.9 | 1.618033908 1.618033711 1.962791068x107~’
1.0 0.0 0.0
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Sekil 5.2 : k =0.05, h=0.1 icin hata grafigi(AIFM)

1.4

1.2 1

1.0 1

0.8 1

Hata

0,6

0.4 1

0.2 1

0,0 . | . , ! , . | . |
0,0 0,2 04 0,6 0,8 1,0

t (zaman)

Sekil 5.2 de goriilecegi lizere hata, her ¢ degerinde belli bir tist siirda kaliyor yani hata
zaman ilerledik¢e kiiclilmiiyor. Bu da ileri fark metodunun bu problem icin

yakinsamadiginin gostergesidir.
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5.2 PARABOLIK DIiFERANSIYEL DENKLEM iCiN ORNEK

au(x,t)_ 0%u(x,1)
ot ox’

olmak iizere 1s1 denklemini,

u(0,6)=u(l,r)=0, 0<¢

=0, O<x<1, 01t

sinir kosullar1 ve
u(x,O) = sin(ﬂx) ,0<x<1

baslangic kosullart i¢in ele alalim.

Kolayca elde edilebilir ki bu problem icin analitik ¢dziim u(x,t):e’”zt sin(/x) dir

(Sekil 5.3).

Sekil 5.3: k = 05 , h= 1 icin analitik ¢6ziim
1000 100

u,b)
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t =0.5 zamaninda ileri fark metodu kullanilarak oncelikle # =0,1 ve k =0,0005 yani

A=0,05 i¢in ve daha sonra

h=0,1 ve k=0,0lyani 4=1 i¢in ¢oziime ileri fark

metodu ile yaklagim yapilmis ve elde edilen degerler Tablo 5.2 de gosterilmistir.

Tablo 5.2: Is1 denklemi icin AIFM ile elde edilen sonuclar

@; 1000 @, 59
x, [ ulx,05)  k=00005 |y(x 0.5)-w,,, k=001 ju(x,.0.5) - @, 5|
0.0 | 0.0 0.0 0.0
0.1 [ 0.00222241 0.00228652 6.411x107° 8.19876x10”  8.199x10’
0.2 | 0.00422728 0.00434922 1.219x10™* -1.55719x10°  1.557x10°
0.3 0.00581836 0.00598619 1.678x10~* 2.13833x10°  2.138x10°
0.4 | 0.00683989 0.00703719 1.973x10™* -2.50642x10°  2.506x10°
0.5 | 0.00719188 0.00739934 2.075%10™* 2.62685x10°  2.627x10°
0.6 | 0.00683989 0.00703719 1.973x10™* -2.49015x10°  2.490%10°
0.7 | 0.00581836  0.00598619 1.678x10~* 2.11200x10°  2.112x10°
0.8 | 0.00422728 0.00434922 1.219%x107* -1.53086x10°  1.531x10°
0.9 [ 0.00222241 0.00228652 6.411 x107 8.03604x10”  8.036x10’
1.0 | 0.0 0.0 0.0
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Sekil 5.4 : k = % , h= % ve A =0.05 icin mutlak hata grafigi(AIFM)

0,0016
0,0014 ™
0,0012

0,0010

Hata

0,0008 -|
0,0006 ] |
0,0004 - |

0,0002 |

0,0000 . | . ; . ; . .
0,0 0,1 0.2 0.3 0.4 0,5

t(zaman)

) ) 1 0.5
ekil 5.4’ den goriilecegi tizere h = —ag aralig1 ve k =
3 £ g 10 g & 1000

zaman adimi alindiginda

/1:i20.053l
2

h2

olmakta ve kararlilik kosulunu (24 <1) saglamaktadr.
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Sekil 5.5: k = (;—5 , h= % ve A =1.0 icin mutlak hata grafigi(AIFM)

5,00E+013

4,00E4013 -

3,00E+013

Hata

2,00E4013 5

1,00E4013 [

0,00E+000 T '/

0,0 0,1 02 0,3 0.4 05
t{zaman)

Sekil 5.5de, h = % ag araligi ve k = (;—'(;Szaman adim1 alindiginda

_k
T
olup, kararhlik kosulu (24<1) ihlal edilmistir. Bundan dolayr ¢ arttikca hata da

A =1.0

artmaktadir.
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Sekil 5.6 : k= 05 , h= 1 ve A =1.0 icin yakinlastirlmis mutlak hata

50 10
grafigi(AIFM)

0,08 —
0,07 =
0,06 =

0,05 —

Hata

0,0 —
0,03 ~

0,02

0,01 ~

o+
000 002 004 006 008 010 012 014 016 018 020

t{zaman)

Sekil 5.6’da 0 ile 0.2 araliginda Sekil 5.5 grafigi yakinlastirillarak cizilmistir. Hatanin
dagilimmin daha net bir sekilde gosterilmesi saglanmistir. Kararhilik kosulu ihlal

edilmistir.
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Ornek 5.2 deki problem geri fark metodu ile ele alindiginda elde edilen sonuglar Tablo

5.3 de goriilmektedir.

Tablo 5.3: Is1 denklemi icin KGFM ile elde edilen

sonuclar

u(xi ,0.5)

@; 50
k=0.01

|u('xi ’0-5)_ a)i,S()|

0.0
0.1

0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1.0

0.0
0.00222241

0.00422728
0.00581836
0.00683989
0.00719188
0.00683989
0.00581836
0.00422728
0.00222241
0.0

0.0
0.00289807

0.00551236
0.00758711
0.00891918
0.00937818
0.00891918
0.00758711
0.00551236
0.00289802
0.0

6.75602978x107*
1.28507324%107°
1.76875161x107
2.07929227x107
2.18629736x107
2.07929246x107
1.76875197x107°
1.28507375%107
6.75603576x107*
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Sekil 5.7 : k= (;—s , h= % ve A =1.0 icin mutlak hata grafigi(KGFM)

0,016 4
0,014 4
0,012~

0,010+

Hata

0,008
0,006 —
0,004 <

0,002

0,000 T T T T T T d T T T
0,0 o1 02 03 04 0.5

t(Zaman)

Sekil 5.7 de, h = %ag aralig1 ve k = %zaman adimi alinarak Kapali Geri Fark

Metodu uygulanmustir. Maksimum hata 1.5x107* olarak bulunmustur.
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Sekil 5.8: k = (;—5 ,A=1.0ve A =2.25icin mutlak hata grafigi (KGFM)

— k=1

—=2.25

0,016
0,014
0,012

0,010 -

Hata

0,008 |
0,006 |
0,004 |

0,002

0,000 . | . ; . ; . .
0,0 0,1 0.2 0.3 0.4 0,5

t(zaman)

Sekil 5.8 de h= %Ve h :% ag araligi ve k= (;—3 zaman adim olarak alindiginda

hatalar arasindaki fark goriilmektedir. s = % iken maksimum hata 1.51x107%,h = %

iken maksimum hata 1.36x107* olarak bulunmustur.
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Ornek 5.2 deki problem Crank Nicolson metodu ile ele alindiginda elde edilen sonuglar

Tablo 5.4 de goriilmektedir.

Tablo 5.4: Is1 denklemi icin CNM ile elde edilen

sonuclar

u(xi ,0.5)

@; 50
k=0.01

|u('xi ’0-5)_ a)i,S()|

0.0
0.1

0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1.0

0.0
0.00222241

0.00422728
0.00581836
0.00683989
0.00719188
0.00683989
0.00581836
0.00422728
0.00222241
0.0

0.0
0.00230512

0.00438460
0.00603489
0.00709444
0.00745954
0.00709444
0.00603489
0.00438460
0.00230512
0.0

8.27097088x107
1.57323227x107*
2.16536875x10™
2.54554415x107*
2.67654433x10™
2.54554609x10™
2.16537244x10™*
1.57323735x10™
8.27103068x107
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Sekil 5.9: k = (;—s , h= % ve A =1.0 icin mutlak hata grafigi(CNM)

0,0020 -
0,0015
[
%
=
0,0010 <
0,0005 <
0,0000 . . . . . . . . . .
0,0 o1 0.2 0.3 04 0,5
lizaman)

Sekil 5.9da, h = % ag aralig1 ve k = (;—3 zaman adimi alinarak Crank-Nicolson metodu

uygulanmistir. Maksimum hata 2.04x107 olarak bulunmustur.
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Sekil 5.10: k = (;—5 ,A=1.0ve A =2.25icin mutlak hata grafigi (CNM)

— =10
— =225
0,0020 |
0,0015 |
B
o
=
0,0010 |
0,0005 |
0,0000 : ; . , : , : ; . :
0,0 0.1 0,2 03 0,4 0,5
t(zaman)

Sekil 5.10 da h = ive h= L ag araligr ve k = % zaman adim olarak alindiginda

1

hatalar arasindaki fark goriilmektedir. i = % iken maksimum hata 2.04x107,h = s

iken maksimum hata 7.67x10* olarak bulunmustur.
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5.3 ELIiPTiK DIiFERANSIYEL DENKLEM iCiN ORNEK

Genisligi 0,5 metre olan ince metal bir kare tabaka icinde denge durumu igin 1s1
dagilimim belirleyen problemi ele alalim. Komsu iki sinir 0°C de tutulsun ve 1s1 diger
siirlarda bir kdseden karsisindaki kenara dogru lineer olarak 0°Cden 100°C ye
yiikselsin. Eger kenarlar1 x-y eksenleri boyunca sifir sinir kosullarinda yerlestirirsek, bu
problem;

Pulsy) dul.y)
ox’ dy’

=0,0<x<05,0<y<05

ve sinir kosullari
u(x,0)=0, u(x,0.5)=200x
u(0,y)=0, u(0.5,y)=200y
seklinde olur.

Eger n=4 ve m=4 ise , problem Sekil 5.11 de verilen ag seklinde olur ve fark

denklemi;

dw. .

ij - Wisj T

,_,;

-o. w.. =0 i=123 , j=123

ij-1 Wi+

Sekil 5.11 Laplace denklemindeki bilinmeyenleri iceren
ag noktalarimn gosterimi

L
0.5) = 200x

0.5 u(x, 0.5) X
” P B
B P P -

u(0,y) =0 : - & | u(0.5,y) = 200y

Py | Py | B
uix, ) =10 0.5 x
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Bunun, etiketlenen aralik ag noktalart @, =u(P,) cinsinden ifadesi P, noktalarinda

denklemleri su sekilde ifade eder (denklemlerin sag taraflar1 sinir kosullarindan elde
edilir) ;

4o, -w, -0, = Wy +d,

4@, — 0, — 0, — 05 = @, 4

40, — 0, — 0 = W3+ @5,

4o, —0; -0, -0, = @y »

40, -0, -0, = Wy + @,

40 — ;5 — 0; — @, = W, ,

4o, -y — 0, = @y, + @

4y, — W, —0;, —W; =0, ,

IV Y S LY ST

4(09 —W; — W =W + A,

Oyle ki, smir kosullar
Wy =05 =W5 =W =W =W, =W;3= 0
Wy =Wy, =25
w,, =0, =50
,, =a,;=150

ifade eder.

Bu problemle ilgili olan lineer sistem su sekildedir;

4 -1 0 -1 0 0 0 0 Olfe] [ 25]
-1 4 -1 0 -1 0 0 0 O0fla 50
0 -1 4 0 0 -1 0 0 Oflw| |150
-1 0 0 4 -1 0 -1 0 O0fla, 0
0 -1 0 -1 4 -1 0 -1 Ofle|=| 0
0 0 -1 0 -1 4 0 0 -1||a, 50
0 0 0 -1 0 0 4 -1 0|le 0
0 0 0 0 -1 0 -1 4 -1||a 0
10 0 0 0 0 -1 0 -1 4]|law]| [ 25

Bu matrise Jacobi iterasyon metodu uygulanarak bulunan @,,®,,...®, degerleri Tablo

5.5 de verilmistir.
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Tablo 5.5: Laplace denklemi icin AIFM ile elde edilen sonuclar

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9
; 18,75 37,50 56,25 12,50 25,00 37,50 6,25 12,50 18,75
. e L o'u 0'u
Bu problemin analitik ¢oziimii u(x,y)=400xy oldugu icin ve 8_4_8_4_
X y

oldugundan elde edilen bu sayisal degerler icin hata sifirdir.
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6. SONUC

Bu calismada ikinci mertebeden hemen-hemen lineer kismi diferansiyel denklemlerin
sayisal ¢oztimleri iizerine ¢alisilmistir. Denklemler i¢in sonlu fark ¢ikarimlart yapilmig
ve uygun baglangic sinir kosullariyla birlikte bu sonlu fark metotlar ile sayisal
coziimleri elde edilmistir. Elde edilen ¢oziimler hem kendi aralarinda hem de analitik
coziimleriyle karsilastirilmistir. Ozel olarak parabolik tiirden denklemler icin acik ileri
fark metodu ile kapali geri fark metodu kullanilarak sayisal ¢oziimler elde edilmis, her
iki metot i¢in de von Neumann kararlilik analizi yapilmistir. Elde edilen sonuglarin
grafik ve tablo sunumlar1 yapilmigtir. Benzer ¢aligmalar diger tiirden denklemler icin de
uygulanabilir. Buna ilave olarak non-lineer kismi diferansiyel denklemler i¢in yeni bir
calisma olarak bu ¢0ziim yontemlerine yeni mevcut yontemler eklenerek sayisal

¢Oziimler incelenebilir.
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Ek.1 ikinci Mertebeden Denklemler icin Cauchy Problemi

X,y bagimsiz degiskenlerine bagimli bir z = z(x, y) fonksiyonu icin ikinci mertebeden

en genel bir kismi diferansiyel denklem g&z oniine alalim ve denklemin
t:F(x,y,z,p,q,r,s) Ek.1.1

seklinde z, =7 tirevine gore ¢ozilebildigini varsayalim. Bir y =y, degeri i¢in

bilinmeyen fonksiyonu ve onun y ye gore tiirevini 6nceden tanimlayalim. Yani,

2(x.yy)= £ (x)

Ek.1.2
z, (% y,)=g(x)

olsun. (Ek.1.1) denkleminin (Ek.1.2) baslangic kosullarim saglayan ¢oziimiiniin
bulunmasi problemine (Ek.1.1) denklemi icin Cauchy Problemi denir. Uygulamada
ozellikle fizikle ilgili bazi problemlerde y bagimsiz degiskeni zamami gosterir ve

(Ek.1.2) kosullar1 y, =0 baslangic aninda tanimlanirlar. Boyle bir halde probleme

baslangi¢c deger problemi denmektedir. Agiktir ki, baglangic deger problemi Cauchy
probleminin 6zel bir halidir. (Ek.1.1- Ek.1.2) probleminin ¢6ziimiiniin mevcut ve tek

olmasi icin, kuskusuz F,f ve g fonksiyonlari iizerine bazi1 kosullarin yiiklenmesi

gerekmektedir. Bu alanda, uygulanmasi kolay klasik bir teorem Cauchy-Kowalewski

teoremidir.

Teorem Ekl.1

Eger F fonksiyonu, z, zf(xo) s Do zf‘(xo) s 4, zg(xo) , T, zf“(xo) ve
s, =g'(x,) olmak iizere, (x,,¥,,205Pos40-%s5,) noktast  komsulugunda
x,¥,2, P,q,r,s degiskenlerinin ve f,gde x, noktas1 komsulugunda xdegiskeninin
analitik fonksiyonlar1 ise, (Ek.1.1- Ek.1.2) Cauchy probleminin (xo,yo) noktast

komsulugunda analitik bir ve yalniz bir z = z(x, y) ¢oziimii vardir.

Yerel bir teorem olan bu teoremin ispat1 i¢in, Courant & Hilbert (1962) ve Garabedian

(1963).

63



Ek.2 Dalga Denklemi icin Fortran Kodu(AIFM)
C// DALGA DENKLEMI ILERi FARK METODU f(x)=2sin(3pix) ve
C// g(x)=-12sin(2pix) icin

DOUBLE PRECISION x(11),u(11,21),t(21),lamda,h,k,g(9)
DOUBLE PRECISION v(11,21),err(21),a(21)
INTEGER c

OPEN(41 file="Y AKLASIKCOZUM.dat',status='old")
OPEN(42 file=' ANALITIKCOZ UM .dat',status='old")
OPEN(43,file="HATA..dat' status="old")
REWIND(41)

REWIND(42)

REWIND(43)

pi=4.0d0*atan(1.0d0)

c=2

n=10

h=1.0d0/n

m=20

k=1.0d0/m

lamda=k*c/h

C// ZAMAN ARALIGI VE SINIR KOSULLARI
DO i=1,21

t(i)=(i-1)*k

u(1,i)=0.0d0

u(11,1)=0.0d0

END DO

C//X DEGERLERI

DO i=1,11

x(1)=(i-1)*h

END DO

C//t=0 ICIN BASLANGIC KOSULLARI

DO i=1,11

u(i,1)=2.0d0*sin(3.0d0*pi*x(i))
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END DO

C//BASLANGIC HIZ KOSULUNDAN ELDE EDILIR KI;
DO i=2,10

g(1)=-12.0d0*sin(2.0d0*pi*x(i))
u(i,2)=(lamda**2/2)*(u(i+1,1)+u(i-1,1))+((1-lamda**2)*u(i, 1))
&-k*g(1)

END DO

C//FARK METODUYLA YAKLASIK HESAPLAMALAR
DO 10j=221

DO 20 i=2,10

u(i,j+=(lamda**2)*(u(i+1,j)+u(i-1,j))
&+((2*(1-(lamda**2)))*u(i,j))-u(i,j-1)

20 CONTINUE

10 CONTINUE

C// X ANALITIK COZUM ICIN X DEGERLERININ YENIDEN GIRiS1
DO i=1,11

x(i)=(i-1)*h

END DO

C// ANALITIK COZUM

DO j=1,21

DO i=1,11

v(i,j)=2.0d0*cos(6.0d0*pi*t(j)) *sin(3.0d0*pi*x(i))
&-(3.0d0/pi)*sin(4.0d0*pi*t(j))*sin(2.0d0*pi*x(i))

END DO

END DO

DO j=1,21

a(j)=0.0d0

DO i=1,11

WRITE (41,%) t(j),x(i),u(i,j)

WRITE (42,%) t(j),x(1),v(i,j)

a(j)=a()+((u(i,j-v(ij)**2)

END DO
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err(j)=SQRT(a(j)/n)
WRITE(43,%) t(j),err(j)
END DO

END PROGRAM
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Ek.3 Is1 Denklemi i¢cin Fortran Kodu (IAFM)
C// ISI DENKLEMI iLERi FARK METODU k=0.01 iCiN
PROGRAM ISI DENKLEMI

DOUBLE PRECISION x(11),u(11,51),t(51)
DOUBLEPRECISION v(11,51),a(51),err(51)
DOUBLE PRECISION lamda,h,k

OPEN(11 file="Y AKLASIKCOZUM.dat',status='old")
OPEN(12 file='ANALITIKCOZUM .dat',status='old")
OPEN(13,file="HATA..dat' status="old")
REWIND(11)

REWIND(12)

REWIND(13)

pi=4.0d0*ATAN(1.0d0)

n=10

h=1.0d0/n

m=50

k=0.5d0/m

lamda=Kk/(h*h)

C// ZAMAN ARALIGI VE SINIR KOSULLARI
DO i=1,51

t(i)=(i-1)*k

u(1,i)=0.0d0

u(11,1)=0.0d0

END DO

C//X DEGERLERI

DO i=1,11

x(i)=(i-1)*h

END DO

C//T=0 ICIN BASLANGIC DEGERLERI

DO i=1,11

u(i,1)=SIN(pi*x(i))

END DO
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DO j=1,51

DO i=2,10
u(i,j+)=lamda*(u(i+1,j)+u(i- 1,j))+((1-2*lamda) *u(i,j))
END DO

END DO

C//X DEGERLERININ YENIDEN GIRiSI
DO i=1,11

x(i)=(i-1)*h

END DO

C//ANALITIK ¢OzUM

DO j=1,51

DO i=1,11

v(1,))=SIN(pi*x(i)) *EXP(-pi**2*(j))
END DO

END DO

DO j=1,51

a(j)=0.0d0

DO i=1,11

WRITE (11,*) t(j),x(i),u(i,j)
WRITE(12,%) (j),x(i),v(i,j)
a(j)=a()+((v(i)-u(ij)**2)

END DO

err(j)=SQRT(a(j)/n)

WRITE(13,*) t(j),err(j)

END DO

END PROGRAM
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Ek.4 Is1 Denklemi icin Fortran Kodu (KGFM)
C//ISI DENKLEMI IiCIN GERI FARK METODU M=10 iCiN
DOUBLE PRECISION t,h,k,lamda,a,b

DOUBLE PRECISION w(10),u(10),1(10),z(10),x(10),v(10)
DOUBLE PRECISION err(50),top(50)

OPEN(61 file="Y AKLASIKCOZUM.dat',status='old")
OPEN(62 file=' ANALITIKCOZUM .dat',status='old")
OPEN(63,file="HATA.dat',status='old")
REWIND(61)

REWIND(62)

REWIND(63)

pi=4.0d0O*ATAN(1.0d0)

b=1.0d0

a=0.5d0

c=1

m=10

n=50

h=b/m

k=a/n

lamda=((c**2)*k)/(h**2.0d0)

WRITE(*,*) lamda

C//X DEGERLERI VE BASLANGIC KOSULU
DO i=1,m-1

x(1)=(@1)*h

w(i)=SIN(pi*x(i))

END DO

1(1)=1.0d0+(2.0d0*lamda)

u(1)=(-lamda)/I(1)

DO i=2,m-2
1(1)=1.0d0+(2.0d0*lamda)+(lamda*u(i-1))
u(i)=-lamda/(1(i))

END DO
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I(m-1)=1.0d0+(2.0d0*lamda)+(lamda*u(m-2))
DO j=I,n

top(j)=0.0d0

t=j*k

z(1)=w(1)/1(1)

DO i=2,m-1
z(i)=(w(i)+lamda*z(i-1))/1(i)
END DO

w(m-1)=z(m-1)

DO i=m-2,1,-1
w(D)=(z(1)-(u(@)*w(i+1)))
END DO

DO i=1,m-1
v(1)=EXP(-pi**2*t)*SIN(pi*x(i))
top()=top(j)+(v(i)-w(i))**2
WRITE(61,#)t,x(1),w(i)
WRITE(62,*)t,x(1),v(i)

END DO
err(j)=SQRT((top(j)/(m-1)))
WRITE(63,*) t,err(j)

END DO

END DO
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EK.5 Is1 Denklemi i(;in Fortran Kodu (CNM)
C//ISI DENKLEMIi CRANCK NiCOLSON METODU k=0.01 ICiN
PROGRAM ISI DENKLEMI

DOUBLE PRECISION x(10),u(10),1(10),z(10),w(10),v(10)
DOUBLEPRECISION err(50),top(50)

DOUBLE PRECISION lamda,h,k
OPEN(101,file="'YAKLASIKCOZUM.dat',status='old")
OPEN(102,file='ANALITIKCOZUM.dat',status='old")
OPEN(103,file="HATA.dat',status="old")
REWIND(101)

REWIND(102)

REWIND(103)

pi=4.0d0*ATAN(1.0d0)

b=1.0d0

a=0.5d0

¢=1.0d0

m=10

n=50

h=b/m

k=a/n

lamda=((c**2)*k)/(h**2)

WRITE(*,*) lamda

C//X DEGERLERI VE BASLANGIC KOSULU

DO i=1,m-1

x(1)=(i)*h

w(i)=SIN(pi*x(i))

END DO

1(1)=1+lamda

u(1)=(-lamda)/(2*1(1))

DO i=2,m-2

1(i)=1+lamda+(lamda*u(i-1))/2.0d0
u(i)=(-lamda)/(2*1(i))
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END DO
I(m-1)=1+lamda+(lamda*u(m-2))/2
DO j=1,n

top(j)=0.0d0

t=j*k
z(1)=((1-lamda)*w(1)+(lamda/2)*w(2))/1(1)
DO i=2,m-1
z(1)=((1-lamda)*w(i)+(lamda/2)*(w(i+1)+w(-1)+z(i-1)))/1(1)
END DO

w(m-1)=z(m-1)

DO i=m-2,1,-1
w(D)=z(1)-(u(i)*w(i+1))

END DO

DO i=1,m-1
v()=EXP(-p1**2*t)*SIN(pi*x(1))
top(j)=top()+(v(i)-w(i))**2
WRITE(101,*)t,x(1),w(i)
WRITE(102,*)t,x(1),v(1)

END DO
err(j)=SQRT((top(j)/(m-1)))
WRITE(103,*)t,err(j)

END DO

END PROGRAM

72



Ek.6 Laplace Denklemi i¢in Fortran Kodu (AIFM)
C// LAPLACE ICIN ILERI FARK METODU f(x)=0 iCIN
PROGRAM LAPLACE

DOUBLE PRECISION x(5),u(5,5),y(5).g(5.5)
DOUBLE PRECISION v(5,5),err(5,5)

DOUBLE PRECISION lamda,h,k,mii,norm

OPEN(51 file="Y AKLASIKCOZUM.dat',status="new")
OPEN(52 file=' ANALITIKCOZUM.dat',status="new')
OPEN(53,file="HATA .dat',status="new")
REWIND(51)

REWIND(52)

REWIND(53)

n=4

h=0.5d0/n

m=4

k=0.5d0/m

lamda=(h/k)**2

mii=2*(1+lamda)

I=1

eps=1.0e-06

DO i=1,n+1

x(1)=(@1-1)*h

END DO

DO j=1,m+1

y()=(-D*k

END DO

DO i=1,n+1

DO j=1,m+1

u(i,j)=0.0d0

END DO

END DO

DO i=1,n+1
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g(1,1)=0.0d0

g(5,1)=200.d0*y(i)

END DO

DO i=1,n+1

g(1,1)=0.0d0

2(1,5)=200.d0*x(i)

END DO

C// JACOBI ITERASYONU

11 z=(g(1,m)+(lamda*g(2,m+1))+(lamda*u(2,m-1))+u(3,m))/mii
norm=ABS(z-u(2,m))

u(2,m)=z

DO i=3,n-1
z=((lamda*g(i,m+1))+u(i-1,m)+u(i+1,m)+(lamda*u(i,m-1)))/mii
IF (ABS(u(i,m)-z).gt.norm) THEN

norm=ABS(u(i,m)-z)

END IF

u(i,m)=z

END DO
z=(g(n+1,m)+(lamda*g(n,m+1))+u(n-1,m)+(lamda*u(n,m-1)))/mii
IF (ABS(u(n,m)-z).gt.norm) THEN

norm=ABS(u(n,m)-z)

END IF

u(n,m)=z

DO j=m-1,3
z=(g(1,j)+(lamda*u(2,j+1))+(lamda*u(2,j-1))+u(3,j))/mii
IF (ABS(u(2,j)-z).gt.norm) THEN

norm=ABS(u(2.j)-z)

END IF

u2,j)=z

DO i=3,n-1
z=(u(i-1,j)+(lamda*u(i,j+1))+u(i+1,j)+(lamda*u(ij-1)))/mii
IF (ABS(u(i,j)-z).gt.norm) THEN
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norm=ABS(u(i,j)-z)

END IF

u(i,j)=z
z=(g(5,j)+u(n-1,j))+(lamda*u(n,j+1))+(lamda*u(n,j-1)))/mii
IF (ABS(u(n,j)-z).gt.norm) THEN

norm=ABS(u(n,j)-z)

END IF

u(n,j)=z

END DO

END DO
z=(g(1,2)+lamda*g(2,1)+(lamda*u(2,3))+(lamda*u(3,2)))/mii
IF (ABS(u(2,2)-z).gt.norm) THEN

norm=ABS(u(2,2)-z)

END IF

u2,2)=z

DO i=3,n-1
z=((lamda*g(i,1))+u(i-1,2)+(lamda*u(i,3))+u(i+1,2))/mii
IF (ABS(u(i,2)-z).gt.norm) THEN

norm=ABS(u(i,2)-z)

END IF

u(i,2)=z

END DO
7=(g(5,2)+(lamda*g(n,1))+(lamda*u(n-1,2))+(lamda*u(n,3)))/mii
IF (ABS(u(n,2)-z).gt.norm) THEN

norm=ABS(u(n,2)-z)

END IF

u(n,2)=z

IF (norm.It.eps) THEN

DO i=2,n

DO j=2,m

WRITE(*,*) x(1),y(j),u(i,j)

WRITE(51,*) x(1),y(j),u(i,j)
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END DO

END DO

ELSE

1=1+1

GO TO 11

END IF

C //ANALITIK COZUM
DO j=1,5

DO i=1,5
v(i,j)=400.0d0*x(1)*y(j)
END DO

END DO

DO i=2,n

DO j=2,m

C// HATA
err(i,j)=ABS(u(i,j)-v(i,j))
WRITE(*,*) x(1),y(j),v(i,j)
write(52,%) x(i),y(j),v(i,j)
WRITE(53,%) x(i),y(j).err(i,j)
END DO

END DO

END PROGRAM
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